
Общія изслѣдованія, отноеящіяея къ интегрированію 
въ конечномъ видѣ дифференціальныхъ уравненій 

перваго порядка. 

Статья I . 

Д. Мордухай-Болтовского. 

§ 1. Многочисленныя изслѣдованія, относящіяся къ интегрированію 
въ конечномъ видѣ Абелевыхъ интеграловъ, основываются на теоремахъ 
Лыовиля *) и Абеля 2 ) . 

Первый доказалъ, что, если Абелевъ интегралъ выражается въ ко
нечномъ видѣ, т. е. выражается черезъ основный трансцендентный функ
щи (показательный, тригонометрическая, логариѳмическія и круговыя), то 
это выраженіе можетъ быть приведено къ слѣдующей формѣ: 

Тс—m 

JF(X, y)dx = x(x, y)+2 Ci l o g é e s , У) (l) 

гдѣ Ck постоянный, x(x} y) и ipk{x, y) алгебраическія функціи отъ y). 
Абель дѣлаетъ къ этому существенное добавленіе,—онъ доказываешь, 

что функціи Xіх> У)-> Рк(х-, У) можно всегда предположить раціональ-
ными функціями (ж, у). 

Методы Лыовиля и Абеля могутъ быть примѣнены къ рѣшенію 
болѣе общаго вопроса, о формѣ интеграла U=- С неприводимаго алге-
браическаго дифференціальнаго уравненія перваго порядка 

/Чя,У,У)=0 (2) 

въ томъ случаѣ, когда этотъ интегралъ выражается въ конечномъ видѣ. 

*) ІлоиѵіШ. Intégrales dont la valeur est algébrique. Journal de Creile В. X. 
1833. p. 342. Sur la détermination des Intégrales dont la valeur est algébrique Journ. 
de l'Ecole Polytechnique, t. XIV. Ch. 22. 1833. p. 124. Mémoire sur l'integration d'une 
classe des fonctions transcendantes. Journ. de Creile. В. XIII. 1835. 

2) Abel. Précis d'une théorie des fonctions elliptiques. Journal de Creile В. IV . 
1829 и Oeuvres t. II. p. 545. 
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Фуксъ г ) при помощи совершенно другихъ методъ изслѣдованія до
казывает!, слѣдующую интересную теорему: 

Если общій интегралъ не привод имаго дифференціальиаго уравнены пер
ваго порядка (2) аліеораниескій, то оиъ всегда можешь быть представ-
лень въ слѣдующей формѣ: 

Ф(*,9,А) = С (3) 

Ф раціональная функція (х, у, Д ), и Д о предѣляется, не привод им ымъ 
алгебраическимъ уравненіемъ 

у, А ) - о . ( 4 ) 

Мы докажемъ не только то, что этотъ результат, можетъ быть по-
лученъ обычнымъ методомъ Льювиля, съ болыиимъ уснѣхомъ уже при-
мѣнявшимся Кенигсбергеромъ 2 ) къ рѣшенію многихъ воиросовъ, отно
сящихся къ дифферендіальнымъ уравненіямъ, но мы также обобщимъ 
результата Фукса, доказавъ теорему, что 
Если общій интегралъ неприводимаго дифференціальнаго уравнен is пер-
ваго порядка (2) выражается въ конечномъ видѣ, то онъ всегда можешь 
быть представлепъ въ слѣдующеи формѣ: 

Je—I j={) 

Ф, Gраціональныяфункціи (.г% Д ) , у>&раціоиалъная фунщія (а?, у} Д , 6?}, 
Д онредѣляется уравненіемъ (4) , а первообразный корень двухчлепнаго 
уравнен ья ап = 1. 

§ 2. Приступая къ изслѣдованію, замѣтимъ, что всякое алгебраи
ческое дифференциальное уравненіе можно привести къ виду: 

M О , у, i) dx + N(x, у, t) dy = О , (6) 

гдѣ 31 (он, у, f), N(x, y, t) раціональныя функдіи (ж, y, f), t оиредѣ-
ляется нѳприводимымъ алгѳбраическимъ уравненіемъ 

F {со, у, t) = 0. (7) 

Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

у' = а(х, у, *), (8) 

г) Fuchs. Sitzuiigsber. der Berliner Akademie 11 Dez. 1884. s. 1171. 
2) Königsberger. Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differential

gleichungen. Leipzig. 1S88 ж другія его статьи въ журналѣ К р е щ я . 



гдѣ a (ce, ѵ/, 0 какая угодно радіональная функція (х, О мы приво-
димъ уравненіе (2) къ виду (6 ) , если і подчинимъ уравненію 

f[x, у, а(х, у , 0] = О (9) 

или (7). Въ частномъ случаѣ можно положить 

і = А , (Ю) 

гдѣ Д онредѣляется уравненіемъ ( 4 ) . 
Положимъ сперва, что лѣвая часть уравненія (6) представляетъ 

полный дифференціалъ du, такъ что 

do 
ох ду 

Тогда общій интегралъ уравненія (6) будетъ 

г/=с, 
гдѣ U~^(Mdx - j - Ndy), гдѣ для краткости подагаемъ М=М(х, у, t), 
N= JV(#, у, t). 

Намъ приходится воспроизводить только съ небольшими измѣне-
ніями разсужденія Лыовиля, чтобы доказать: 
Если J {Mdx - j - Ndy) выражается въ конечномъ видѣ, то можетъ быть 
всегда приведет къ виду: 

k=zm 

§(Mdx + Ndy) = x(?< У> t)+^Cklog?pk(x, у, О ѵ (12) 

гдѣ хп yjk сшебраическія функціи у, t), Ck постоянное. 
Вмѣстѣ съ Льювилемъ *) называемъ функціи e \ e 2 . . . lgux, Ідгі2 2 ' 

гдѣ их, и2 алгебр аическія функціи (х, у, t) основными трансцендент
ными перваго класса, алгебраическая функщи отъ нихъ при условіи, что 
онѣ не приходятся къ алгебраическимъ функціямъ (х, у, t) назовемъ 
вообще трансцендентными перваго класса. 

Функціи e , Igv, гдѣ ѵ трансцендентный перваго класса будутъ 
основными трансцендентными второго класса, при условіи, что онѣ не 
приводятся къ трансцендентнымъ перваго класса, алгебраическія функціи 
отъ основныхъ трансцендентныхъ второго класса при томъ же условіи 
будутъ трансцендентный второго класса и т. д. 

î ) ІлоиѵШе. Mémoire sur. la classification des transcendentes и т. д. Journal de 
Liouyffle t. II 1837. p. 56. 
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Предполагаема что U трансцендентная п-го класса, такъ что 

и=\(Мах + туУ=л(Ь(?\ б£°. . . ) , ( 1 3 ) 

гдѣ ж алгебраическая функція отъ основныхъ трансцендентиыхъ п-го 
класса: b["\ . . . и трансцендентиыхъ нисшихъ классовъ. Изъ безко-
нечнаго числа выраженій для U мы беремъ тѣ, въ которыхъ число транс
цендентиыхъ п-го класса: Ѳ|;

п) доведено до минимума. 
Изъ этихъ послѣднихъ выраженій беремъ тѣ, въ которыхъ число 

трансцендентиыхъ и—1-го класса: б|и™ | } доведено до минимума и т. д. 
При такомъ выборѣ будемъ говорить, что выражение U дано въ при-

ютовленномъ видѣ. Въ этомъ случаѣ всякое равенство 

N[b[n\ 6 (

2

М ) . . . ] = 0 (14) 

гдѣ N алгебраическая функція отъ трансцендентиыхъ п класса: ѲІЛ) и 
нисшихъ классовъ, должно быть тождествомъ, ибо въ иротивномъ случаѣ 
изъ уравненія (14) опредѣлили бы Ь\п} черезъ Ѳ а п ) . . . и подставивъ въ 
уравненіе (13), получили бы для U выраженіе черезъ меньшее число 
основныхъ трансцендентиыхъ п-го класса. 

Такимъ же образомъ убѣждаемся, что равенство 

#[Ѳ(Л Ѳ і л . . . ] = 0 (15) 

гдѣ N алгебраическая функція основныхъ трансцендентиыхъ j класса: б| ? ) 

и нисшихъ классовъ приводится къ тождеству. 
Вслѣдствіе этого уравненге (14) и уравненге (15) остаются въ силѣ 

и по замѣнѣ въ первомъ 6; w 3 , во второмъ Ь\3) какими угодно фунщіям.и 
отъ (х, у). Такъ можно замѣнять ö?° черезъ тЬ^ или Ѳ{">4-от, гдѣ m 
постоянное. 

Пользуясь этимъ замѣчаніемъ, докажемъ, что въ выраженіи f7, если 
оно дано въ приготовленномъвидѣ, не входятъ вовсе показателъныя функц'ш. 

Положимъ: 

j (Max + Ми) = д(Ѳ) (16) 

Ь = еп (17) 

и трансцендентная п—1 класса, ж алгебраическая функція (Ѳ, х, у) и 
другихъ трансцендентяыхъ п-го и нисшихъ классовъ. Дифференцируя ( 1 6 ) 
имѣемъ , . fi4 

Mdx + My = ^äx+^f-dy 
откуда

 м==ш 
дх 

N аж(Ь) <18> 
ду 
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или 
М=[^р.\+-£.'-^- ( 1 9 ) дл(Ь) \ 

дх J 1 " ~"~дЬ" Ох 

дл(Ь) \ , дл(Ь) дЬ 
ày ) 

N = Ш . . (20) 

х /дл(Ь)\ /дл(Ь)\ „ 
гдѣ —; - и — о о о з н а ч а ю т ъ частныя производный, взятыя по 

\ àx J \ ду ) 

X и по //, въ предположена, что в разсматривается, какъ оиредѣлен-

ная функція (.г, у). 
Уравненіе (19) на осяованіи урав. (17) приводится къ виду: 

Это послѣднее уравненіе алгебраическое и должно оставаться въ 
силѣ и по замѣнѣ 6 какой угодно функціей отъ (#, у), напримѣръ тЬ, 
гдѣ m постоянное. 

Но иослѣдняя замѣна даетъ: 

м ^ 1 д ж Щ _ Я 1 в ^ 21') 
1 дх J д(тЬ) дх J 

или 

J t f - ^ , (18') 

откуда черезъ сравненіе съ уравненіемъ (18) имѣемъ 

дж(тЬ) дл{Ь) 
дх дх ' 

елѣдовательно: 

ж (тЬ) = л(Ь) + б ( г / ) , 

гдѣ б(у) зависитъ только отъ у. Такимъ же образомъ уравненіе (20) даетъ 

л (mö) — л(Ь) - j - г(х), 
поэтому 

я ( т 6 ) = л(Ѳ) + С , (22) 
гдѣ С постоянное, которое можетъ зависѣть отъ т. 

Взявъ частную производную по Ѳ, имѣемъ 

.дл(тЪ)_дя(Ь) 
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а взявъ по т, имѣемъ: 

д(7пЬ) дт ' 

гдѣ С постоянное. Исключеніе - ^ — ~ даетъ: 
д(тЬ) 

db 
откуда 

л (Ѳ) = Elcß - L J 7 

J 7 не зависитъ отъ 6 или 

л(Ъ) = Еи-\-F ( 2 3 ) 

т. е. для U получаемъ выраженіе уже не содержащее 6, чего быть не 
можетъ, такъ какъ по условію U задано въ приготовленномъ видѣ. 

Положимъ теперь 

b = lgu, (24) 

гдѣ и трансцендентная п—1-го класса. Въ этомъ случаѣ получаемъ 
опять уравненіе (19) и (20), изъ которыхъ первое на основании урав
нения (24) приводится къ виду: 

уравненіе это алгебраическое относительно Ѳ, остается въ силѣ и по за-
мѣнѣ 6 какой угодно функціей (х у)у напримѣръ, Ѳ-j-w, такъ что 

^ _ / a j r ( 6 + m)\ дл(Ъ + т)1ди 
Ш - [ Ш ) + < ? ( Ѳ + 9 П ) Ш ^° } 

или 

М-Щ±*>, (17") 
откуда черезъ сравненіе съ ур. (19), получаемъ 

дл(Ь-\-т)___ дл(Ь) 
дх ~ дх 

л (Ѳ + m) = л(Ь) 4 - б(у) 

и такимъ же образомъ, на основаніи ур. (20), имѣемъ 

ж(Ъ-\-т) = л(Ь) + т(х), 



— 40 

откуда 
я ( Ѳ + m) = жф) + С, (26) 

гдѣ С постоянное. 
Дифференцируя по Ѳ и по m имѣемъ: 

откуда 
дж(Ь) 

джф + т) _ дж(&1 
"д(Ѳ + ш) df 

дж(Ь + m) дС 
^ O - f ш) ~ < ) w п 

я ( Ѳ ) = J S T C + F , (27) 

гдѣ E постоянное, a .F не зависитъ отъ Ѳ 
или 

ж(Щ = Е1ди^гР (28) 
вообще 

izz.n 

и=х(Ъи bi...) = %Eghgut + F, (29) 

гдѣ E. постоянный, F трансцендентная функція n—l класса. 

Мы докажемъ, что iiv и2, . . . ип должны быть тоже алгебраиче
скими функціями (#, у). 

Если бы U была трансцендентной функціей, то по вышедоказая-
ному въ нее не могли бы входить показательный функціи. Мы нмѣли бы 

гдѣ Рі алгебраическая функція % = log v (v трансцендентная n—2 класса^ 

X , у и другихъ трансцендентиыхъ п—2 и нисшихъ классовъ. 

Уравненіе (29) и (30) даютъ: 

г=п 

это посдѣднее уравненіе алгебраическое относительно % и остается въ 
силѣ по замѣнѣ % на %-\-т и мы, какъ выше, изъ ур. (25) получили (28), 
получаемъ отсюда: 

ж{Ь) = тодѵ + 0, ( 3 1 ) 
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D постоянное, G не зависитъ отъ %. 

Вообще: 
%=д 

^ ( 8 ) = 2^/0£Г^ + 0 ' (32) 

гдѣ I ) . постоянный, G трансцендентная и—2 класса, послѣднее же не 
можетъ имѣть мѣста, такъ какъ тогда противно условію U = ji(b) была 
бы трансцендентная не /?-го, а нисшаго класса. 

§ 3. Теперь, мало отклоняясь отъ разсуждеяіи Абеля, доказываемъ, 
что въ уравненіи (12) 
X (îr, .?/, t) и ìpk (х, у, t) можно предполагать рсщіональными функ
циями J у, t). 

Для доказательства ноложимъ: 
і-=т 

J (Mdx - f My) = £<0

!) + V Ck log £ >, (33) 

гдѣ ^ ° алгебраическая функціи (x, y, t) опредѣляемыя неприводи
мыми уравненіями 

h(x, у, t, ! T ) = 0 (34) 

k = Q, 1 . 2 . . .m 
Обозначая черезъ: 

M) Ai) 

e(2) .(2) .(2) Д2) 
Ьо ч S i î b2 * * • • S w 

>(iV) C(AT) 
So ' Sj ? S-2 7 S m 

(35) 

системы значений: 

So ? ël t & • • • • l m î 

удовлетворяющая системѣ уравненія (34) , составимъ функцію: 

ff. 

гдѣ постоянный ak подбираемъ такъ, чтобы всѣ г. были бы между собой 
различны. 

Эти функціи t. будутъ определяться уравненіями: 

Т - 1 _ Л г - 1 + ,у... ( - i f Ä.N = О , ( 3 6 ) 
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въ которомъ коэффиціѳнты А і 9 a слѣдовательно и всякія раціональныя 
симметрическія функціи т. будутъ раціональнымн симметрическими функ-
діями величинъ (35) , а на основаніи уравненШ (34) раціональными функ
циями (х, у, t). 

Легко видѣть, что всякая раціоналыіая функція величинъ каждой 
изъ системъ (35) : 

.*•(*) ,-(*) / о 7 \ 
So ' S i i So • • • • ЬТ \°1J 

въ частномъ случаѣ, каждая изъ этихъ величинъ (37) выражается ра
ционально въ г.. 

Въ самомъ дѣлѣ, полагая 

S(T, Х, у, і) = (т — тг) (т — т 3 ) . . . (т — т і Ѵ) 

и обозначая упомянутую фушщію черезъ Рѵ а черезъ Р 1 ч Р 2 . . . тѣ же 
функціи отъ величинъ другихъ системъ ( 3 5 ) . будемъ имѣть: 

S ( r , X, у, * ) . ^ ^ — ^ - = = t f ( r , х^ У* *)' ^38) 

гдѣ U ( г , раціональная функція ( т , ж, ?/, t). 
Полагая въ уравненіи (38) т = ri получаемъ 

{/(т. , X, у, t) 

"s;.(г., у , t) 
гдѣ $L отлично отъ нуля, такъ какъ по предположению ті простой ко
рень уравненія (36). 

Въ частномъ случаѣ имѣемъ 

i f = аік) (тѵ X, y, t), (39) 

гдѣ а(к) раціональная функція (тѵ х, y, t) 
Дифференцируя уравненіе (33) имѣемъ: 
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Первое изъ этихъ уравненій на основаніи уравненія (34) приво
дится къ уравненію: 

Jc=m 

А1 = х 0 ( $ \ *, у, 0"|-$Л ^лк(£\ X, у , t), (42) 
к 1 

к 

*k = *k(£\ >Л 0 = - - % > (43) 

если для краткости положить: 

или 

л{ти X, у, 0 = 0 (44) 

гдѣ ж цѣлая функція ( т 1 ? х, у, t) 
Положимъ теперь, что неприводимое уравяеніе, онредѣляющее 

т ==rt Tj будетъ: 
S ' ( T , a?, y , 0 = 0 , (45) 

такъ что 

« ( г , X. y, t)==S\r9 X, y, t) S\z, X, y, 0 5 

причемъ на ряду съ т = тг уравненіе (45) удовлетворяют еще: 
Вслѣдствіе неприводимости, уравненіе (45) , имѣя съ (42) одинъ об-

щій корень г = гІ9 будетъ имѣть и остальные корни, удовлетворяющее 
уравнение (42), такъ что: 

я(т„ X, у, 0 = 0 (44') 

г = 1 . 2 . 3 . . м Но замѣна тх на въ уравненіи (44) равносильна замѣнѣ ^ 

на | £ } въ уравненіи (42)., такъ что 

' b r i Ья-

а, такъ какъ на основаніи уравненія (34): 

* _ 

да; 

ді] 
xtà\ *, У, 0 = - - т а г (43'} 
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гдѣ ^ ) = = Х М \ У, t), то получаема 

v „ i os 
>/-',.. „ . ( 4 0 ' ) 

Такимъ же образомъ, исходя изъ уравнения (41), получаемъ 

Умножая (40') на dx, (41') на складывая и интегрируя, получаемъ: 

i: m 

\Mdx + ДѴад = é f + J A log s f (33') 

2 , . . M 
Складывая почленно и дѣля на м, получаемъ 

i=zM k~m *= M 

\(Mdx + ад = 1 У è f + - У ct l o g T T ( s f ) , 

замѣчал же, что 

i==M i—M. 

какъ раціональныя симметрическія функціи g^, g^, а на основаніи урав-
ненія (39) раціональныя симметрическая функдіи хі и раціональныя функ
щи (х, i/, t), будутъ приводиться на основанін уравненія (45) къ раці-
ональнымъ функціямъ отъ (ж, у, *), мы получаемъ для ^(Mdx + Шу) 
выраженіе: 

j(Mäx + Ndy) = 9(x, у, 0 + 2C*logv*(^ у' ̂  (45) 

гдѣ CÄ постоянный çp(#, 0, yj 0 раціональныя функціи (ж, у, 
въ частномъ случаѣ при # = - Д выраженіе (5). 

§ і. Теперь переходимъ къ случаю, когда двучленъ Mdx-^Ndy 
не представляетъ полнаго дифференціала. Интегрирующіі множитель 

^^~Ш~оЧ' черезъ умноженіе на который Mdx - f Mdy приводится къ 

полному дифференціалу, удовлетворяетъ уравнению перваго порядка въ 
частныхъ производныхъ: 



л г dp дfi дМ f i Л 

или ш = log // уравнение: 

èco , dco 

гдѣ 

^ І ^ Д — ( 4 7 ) 

^ Л / ' * ~ , / , , - , ^ 
раціональныя функщи отъ (х} //, /). 

-ЬѴлм 'интегралъ U дифферепціальнаго уравнения Ысіх -f- ЛѴ/// = О 
выражается въ конечномъ видѣ, то вмѣстѣ съ тѣмъ выражается въ ко
нечномъ вгідѣ и интеьрирую-щій множитель 

f X ~ М'дх 
и со = log у. 

Мы теперь будемъ разыскивать форму для у въ томъ случаѣ, когда 
у выражается въ конечномъ видѣ. Форма для U найдется изслѣдова-
ніемъ интеграла 

J p{MäxJ

rNäy), 

аналогичнымъ изслѣдованіямъ §§ 2 и 3. 
А именно мы докажемъ, что: 

Если интегралъ дифференціальпаго уравненія 

М{х, у, t)clx + N(x, у, t)äy = Q (б) 

выражается въ конечномъ видіь, то всегда для него существуешь инте-
грирующт множитель типа: 

к —m 

, і = в*<"-*'')Д[Я4(*, у, ф , ( 4 6 ) 
к=1 

гдѣ Н(х, у, t), Нк(х ь у , t) раціональныя функціи (х, ?/, lk по
стоянным. 

Теорема будетъ доказана, если докажемъ, что, если алгебраическое 
линей noe уравненге 

дсо . , дсо 

^ + ^ = * ( 4 7 ) 

перваго порядка имѣетъ частный интегралъ, выражающійся въ конеч
номъ видѣ, то оно всегда гтѣетъ частный интегралъ типа: 
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© = H (sc, y, t) + У Xh lg Hk (x, y, t) (48) 

гдѣ H(x, y, £), Hk (x, y, t) раціональныл функціи отъ (x, y, t). 

Сохраняя классификацию трансцендентныхъ § 2, мы докажемъ сперва, 
что на ряду съ частнымъ интеграломъ, содержаіцимъ показательную функ
цш ö = еп и трансцендентный п. — 1 класса, всегда существуешь инте
гралъ, не содержаний ея. 

Полагая со = ж (Ѳ), (49) 

гдѣ л{Ь) имѣетъ то же значеніе, что въ уравненіи (16), будемъ имѣть 
на основаніи уравнеиія (47) 

дл(Ь) , дл(Ь) 
9 + Ч> 

или 
дж(Ь)\ 

дх 

дх 

дж (6) дм 

ду 

дж (О) 
ду 

дж (Ѳ ) du 
'~Ж~ oh) 

(50) 

X (51) 

Уравненіе это алгебраическое относительно Ѳ и другихъ трансцен
дентныхъ п — го и нисшихъ порядковъ и будетъ оставаться въ силѣ но 
замѣяѣ Ö на тЬ, такъ что 

(дл{т)Ь\ , дж(тЬ) . ди 
і — — с ~ j _ — > _ — f wis ____ 

i дх J д (шѲ) дх 

или 
дж (тЬ) . 

дж (тЬ) 
ду 

дж (тЬ) 

дж (mÖ) , d^ 1 

д (mo) а?/ 

da? [ ^ ду 

откуда черезъ сравненіе съ уравненіемъ (50) имѣемъ: 

гдѣ 

а н ( ѳ , m) . аН(Ѳ, w) 

^ da? ' ^ d# ' 

# ( Ѳ , m) = j r (w6) — j r ( 6 ) . 

>Z(51) 

(50') 

(52) 

(53) 

Здѣсь слѣдуетъ различать два случая, смотря по тому, зависитъ 
или независитъ H ( 6 , m) отъ Ѳ. Въ первомъ случаѣ, полагая 

Я (в , m) = а , 

будемъ имѣть ѣ=Р(а, x, у), гдѣ Р алгебраическая фунщія а и дру
гихъ трансцендентныхъ п—го и нисшихъ порядковъ, причемъ а част
ное рѣшеніе уравненія: 
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да , да 
Ч> х : + ч> -г- = О (к 

Тогда 
дсо 
дх 

ou 

дР\ о Раи 
дх î да Ох 

дсо /дР\ <)Р()а 
ду 1 ду J да Oy 

(54) 

ср 
дсо 
дх 

дсо /дР\ , / ( )Р \ , г)Р да 
4 их 

ір 
да 

или на основаніи уравненія (54): 

(55) 

Уравненіе это алгебраическое относительно Ѳ и другихъ трансцен
дентныхъ п — го и нисшихъ порядковъ и остается въ силѣ по замѣнѣ Ѳ 
такимъ значеніемъ, при которомъ а равно постоянному с , т. е. 

Возьмемъ теперь 

откуда 

со = Р(с, x, у) = Р . 
дсо дР0 

дх дх 
дсо дР0 

ду ~~ ду 

Щ 
дх 

ду 

дх Ч> \ду. 

(56) 

Но такъ какъ очевидно 

\ дх J \ дх/а=с ду \ày)a= 

то по уравненію (56) 
дРп дРп 

•X (57) 

и Р 0 = Р ( с , x, у), уже не содержащая Ѳ = V , будетъ тоже частнымъ 
интеграломъ уравненія (47). 
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Во второмъ случаѣ, когда Я ( Ѳ , ni) не завиеитъ отъ Ѳ, получаемъ 
уравненіе 

я ( » і 6 ) = я ( 6 ) + С (22) 

§ 2, которое намъ дало 

я(Ъ) = Еи }- F (23) 

т. е. jr(fj) въ видѣ трансцендентной, противно условію, не содержащей 
алгебраически Ь. 

Такимъ же точно образомъ, изслѣдуя случай, когда Ѳ = log и, и 
трансцендентная н—1 класса, приходимъ или къ уравненію (57), гдѣ 

P Q = P ( G > У) 

уже не содержитъ Ѳ, или къ уравненію (26) § 2: 

я ( Ѳ - Ь » и = я ( Ѳ ) + С , (26) 

которое даетъ намъ 
г — m 

(E. постоянный, F трансцендентный и — 1 класса) и на основаніи ко-
тораго, какъ въ § 2, доказываема что и., F алгебраическія функщи. 

Далѣе полагаемъ: 
к = т 

ш = Я < Ѵ , у, 0+ У С , l o g Н * \ х , у, t) 

LÀ
 К 

* = 1 

(58) 

гдѣ Нк(х, у , t) алгебраическія функціи (# , у, t), Ck постоянный. 
n v . y r r . дсо дсо 

Опредѣляя изъ уравненія (58) — и и подставляя въ уравне-

ніе (47), получаемъ алгебраическое уравненіе 

К " , у" î < " \ №"> / у " î < ' \ ,.„, 
дх 

ИЛИ 

9 

& = m 

Р 0 ( Я < ' \ x, у, fì+^C^PJH™, * , О 

к = m 

+ 

= Z . (60) 
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гдѣ 
o i l 

дх 
P : ( f î f \ x, у, П = (61) 

гдѣ 

<?,.(#f\ x, у, 0 = - т ^ п , (62) 
О jLjy 

a 

Lk(Hk, x, y, t) = 0 (63) 

алгебраическія уравнснія, опредѣляющія Hk. 

Намъ остается только повторить разсужденія § 3, чтобы исходя изъ 
уравненШ (59) и (62) доказать существованіе елѣдующихъ уравненШ: 

{^ + lc^) + ,(^+l0kW)^)^ (590 
г д ѣ 

Н? = А<к)(Т4, х, у , t) (64) 

раціональная функція (T . , x, y , t), T. опредѣляется неприводпмымъ 
уравненіемъ: 

ад, Я?, y , t) = o (65) 

Уравненіе (59') или, что тоже, 

гдѣ 

"*>, = Л ^ ( я , у , *) + 2 ' ^ b g ^ ^ , у , #) 
fei 

.даютъ по сложеніи: 

к —ж 

д£2 , д£і 
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гдѣ 
î = Л' к = m i — N 

" i - l " * - l i = l 

7; r r ш 

= Я ( , г , y , 0+^i t logA t (^ , y , 0, 

гдѣ Я (.г , г / , О , Я А (j?, у , t) раціональныя функціи (x, y , t), Xk ПО
СТОЯННЫЙ. 

§ 5. Такимъ образомъ, если интегралъ U выражается въ конеч
номъ видѣ, то онъ можетъ быть представленъ слѣдующимъ интеграломъ 

к rr m 

£ 7 = j V ( * ^ ° J J [ # , ( * , у, ФШ(.Ѵ: у, t)dx + N(x, у, i)dy). (66) 
к= 1 

Къ этому интегралу будутъ относиться наши дальнѣйшія изслѣ-
дованія. 

При помощи разсужденій аналогичныхъ развитымъ въ § 2, мы 
можемъ доказать, что 

Если общій интегралъ (66) выражается съ конечномъ видѣ, то онъ 
можетъ выражаться въ одной изъ слѣдуюгцихъ двухъ формъ: 

k = q 

^ ^ ' • " Д Р , ^ У, Ф]/0{х, у, t) (67) 
/err i 

J: = m 

Ѵ=ф(х, y, p'G\x, y, *J) + 2 °bloZVtfa У> VG(x, У> 0X(68) 

гдѣ Hj., G раціонсиьныл функціи (x, y, t), Ф, гръ раціоналъныя функ-
ціи {x, y, g), гдѣ g = y G(x, y, t), Я А , Ck постояниыя. 

Мы будемъ опять пользоваться кдассификаціей трансцендентныхъ 
§ 2, но только введя въ нее слѣдующее измѣненіе. За основныя транс
цендентный п—го класса принимаемъ не только показательный функ
щи е* и Igu, гдѣ и трансцендентная п — 1 класса, но еще степенный 
функціи ик = еКІ9%\ гдѣ l какое угодно несоизмѣримое число, считавшаяся 
въ § 2 за трансцендентный п-\~ 1 класса. 

Принимая болѣе краткое обозначеніе: 

U^^eH^^t}P(x: у, t) [Mdx+Ncly]; (69) 



гдѣ 

ен(х, г/, о л -n* (ал(Ь)\ , дж(Ь) дЬ 
рр>у>*>м=[^)+^ъ (72) 

Такъ какъ 
0 6

 ѳ

 ö w

 и т и ^ ѳ Я 6
 д и 

дх дх J дя; и дх 
№_нди _ Я Ѳ ^ 

^І/ ГѴ % W 

то уравненія эти будутъ типа: 

іѴіѲ, а , ßx, ^ . . . ^ ) = 0 , (74) 

гдѣ N алгебраическая функція отъ трансцендентной Ѳ, другихъ транс
цендентныхъ п—го класса и трансцендентныхъ нисшихъ классовъ, между 
прочимъ перваго класса: 

ßk=[Hk{x, у , t)]1*, 
A = r l , 2 , . . . g 

\ число несоизмѣримое. 
Это уравненіе (74) остается въ силѣ по замѣнѣ Ѳ какой угодно 

функціей (x} у, t), напримѣръ mb. Поэтому параллельно уравненію (72) 
будемъ имѣть: 

rix, y, цм — у д х j-t д { ш Ь } д х 

к — m 

P {x, y, t) = J J [Ht (x, y, 0 ] h (70) 
полагаемъ: 

J7=*( t ì ) , (71) 

гдѣ л алгебраическая функдія отъ трансцендентныхъ 6 = е1 или 0 = м \ 
который полагаемъ трансцендентными класса п > 1 и другихъ трансцен
дентныхъ и—го и нисшихъ классовъ. 

Мы докажемъ, что, если предполагать, что число трансцендентныхъ 
и—го класса, входящихъ въ JJ, доведено до минимума, то такія транс
цендентный e11, ик въ U вовсе не входятъ. 

Дифференцируя уравненіе (69), имѣемъ: 
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или 

откуда 
дж (тЬ) ___дж{Ь) 

дх дх 

или 

л (тЬ) = ж (6) -f б (у). 

Уравяеніе (73) такимъ же образомъ даетъ 

я(тЬ) = ж (6) + т ( # ) , 
откѵда 

я ( т Ѳ ) = * ( 6 ) + е (22) 

С постоянное, на основаніи же § 2 имѣемъ 

n(b) = Eu + F (23) 
E постоянное, F не зависитъ отъ 6, т. е. л(Ь) противно условно не со-
держитъ Ѳ. 

Полагаемъ теперь 6 = l o g « , гдѣ и трансцендентная п—1-го 
класса, п > 1. 

Тогда уравненія (72) и (73) опять дадутъ уравненія (74), остаю-
щіяся въ силѣ и по замѣнѣ Ѳ на 6 - j - m и воспроизводя опять разеуж-
денія § 2, получаемъ 

я{Ь-\-т) = яф)-\-С (26) 
откуда 

j*(Ö) = JElogM + .F , (28) 

E постоянное, F не зависитъ отъ 6. 

Здѣсь и можно всегда предполагать или трансцендентной перваго 
класса или алгебраической фувщіей, если только число трансцендентныхъ 
всѣхъ классовъ до 2-го включительно доведено до минимума. 

Въ самомъ дѣлѣ на основаніи разсужденій § 2 имѣемъ, если по
ложить 

и=Р(х) 
гдѣ Р алгебраическая функція х = log ѵ трансцендентной и—1-го класса 
и другихъ трансцендентныхъ п—1-го и нисшихъ классовъ, то 

или 
i=q 

^(ö)=Vi ) . log^ . + G ( 3 2 ) 
г = 1 



В. постоянный, G трансцендентный и — 2 класса, т. е. тс(Ь) противно 
условію трансцендентная п — 1 класса. 

Переходя теперь къ трансцендентнымъ перваго класса, мы не будемъ 
предполагать, что число ихъ доведено до .минимума. 

Пзъ безконечнаго числа выраженШ для JJ съ наименьшими числами 
трансцендентныхъ п, п — 1 , . . . 2 классовъ, мы будемъ дѣлать слѣдую-
щій выборъ. Въ U входятъ кромѣ а, Д. еще нѣкоторыя трансцендент
ный перваго класса üj. u, мы остановимся на томъ выраженіи, въ кото
ромъ не число всѣхъ функцій: а, ß., Ѳ(.1) а только функцій 0j l ) доведено 
до минимума. 

При такомъ выводѣ всякое равенство: 

N(ß, а} ßx ß2...ßq) = ö, (75) 

гдѣ .У алгебраическая функція Ѳ, a, ß. и другихъ трансцендентныхъ 
перваго класса 6 (. л будетъ тождествомъ и будетъ оставаться въ силѣ по 
замѣнѣ Ѳ какой угодно функціе! отъ (x, у, t), ибо, въ противномъ слу-
чаѣ, опредѣляя Ь черезъ а, ßi, 6*1} мы получили бы выраженіе U черезъ 
меньшее число функціи б[. ! ). 

Относительно функцій a , ß{ важно сдѣлать слѣдующее замѣчаніе: 
можно предполагать, что между а , ß. не существуетъ соотношеній типа 

ap ß\i ß^ . . . ßl

qq = Q (x, y, t), (76) 

гдѣ Q(x, y, t) алгебраическая функція (x, y, t), p{%\ p(*} . . . p{

q пос
тоянный. 

Въ самомъ дѣлѣ въ противномъ случаѣ, опредѣляя изъ соотноше-
ній (76) нѣкоторыя изъ ß. въ функціи отъ а и остальныхъ ßv получаемъ 
для у выраженіе типа 

А == п 

гдѣ Ѳ (ху у, t) алгебраическая функція отъ (xt y,t),%, изъ этого вы
ражения fi, получаемъ выраженіе 

к = m 

к —I 

гдѣ между a=^eH{x'y,t\ ß =[Лк(х7 y, tyf* уже не существуетъ соот-
ношеній типа (75). 

Возвращаясь къ выраженію (69), полатаемъ Ь = еи, Ѳ = и'\ гдѣ и 
алгебраическая функція, 1 число несоизмеримое. Уравненія (72) и (73) 
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или (74) въ настоящемъ случаѣ будутъ уравненіями типа (75) и должны 
оставаться въ силѣ по замѣнѣ Ѳ на тЬ. Если Ь не равно ни а , ни ß 
то, какъ выше, получаемъ уравненія (72'), (23) и (22), откуда заклю
чаем^ что Ѳ не входить въ Ü. Если же 6 = а или Ѳ = ß., то уравне-
ніе (72) 

будетъ уравненіемъ типа (75), 

іѴ(а, / ? м ^ . . . / 9 р = 0 , (77) 

гдѣ Л т алгебраическая функція а , /9.. Другихъ трансцендентныхъ пер
ваго класса Ѳ .̂!), не должно входить въ уравненіе (77), ибо въ против
номъ случаѣ, опредѣляя одну 0|° черезъ другія, мы получили бы для U 
выраженіе съ менынимъ числомъ трансцендентныхъ Ѳ|°. Легко видѣть, 
что уравненіе (77) должно быть обязательно типа (76), если только оно 
не будетъ тождеством^ т. е. не будетъ удовлетворяться по замѣнѣ 
6 = ce, ß, какой угодно функціей (я*, «/, t). Въ самомъ дѣлѣ, если урав-
неніе (77) не имѣетъ мѣсто тождественно для всякаго а, то оно даетъ 

a = F(ß^ ßs...ßq), (78) 

гдѣ F алгебраическая функція ßx, ß2... ß , откуда 

дН(х, y, t) дх I +2J dß. дх 
àx F{ßt) 

4 — 5 

- У -•2 
і = 1 

ày F(ß..) 

эти уравненія, въ которыхъ 

~дх 5 7 " t o ' ~ду~Ж~ду~! 

(7S) 

(79) 

(80) 

будутъ алгебраическими относительно /9 {; и здѣсь могутъ представиться 
два случая: или эти оба уравненія (78) и (79) тождества по отношенію 
нѣкоторыхъ ßt = ß и потому остаются въ силѣ яри замѣнѣ ß на mß, 
или же они даютъ ß въ алгебраической функціи отъ ß. 

ß = Fi(ß1, ßs...ßt). (81) 



Въ первомъ случаѣ получаемъ нзъ уравненШ (78), (79) 

dF(ß) dF(mß) 
дх дх 

F(ß) F(mß) 

dF(mß) 
ду ду 

F(ß) - F(.i"ß) 

F(mß) = CF(ß), 

(83) 

(84) 
откуда 

гдѣ С постоянное. Дифференцируя по ß и m имѣемъ 

dF(mß) __ dF(ß) 
т d(mß) ~ Ь dß 

8dF(mß)_ дС 
1 d{mß) ~~ K P ) dm1 

откуда 

и 

F(ß) = Eß\ (85) 
гдѣ E не зависитъ отъ /?, s постоянное, или, опредѣляя форму F(ß) от
носительно другихъ трансцендентныхъ ßv вообще, 

F ( ß ) = E ß \ " ßs*.;. ßf. (se) 

Если уравненія (78), (79) тождества по отноиіенію всѣхъ ßi, то 

a = F(ß)=Eß? ßf . . . (87) 
гдѣ E не зависитъ отъ ß}, ß2... ß , т. е. имѣемъ уравненіе типа (76), 
которое не можетъ имѣть мѣста. Поэтому мы имѣемъ уравненіе (81), 
изъ котораго, какъ выше изъ (78) выводимъ, что или 

ß = Eß8i (88) 

гдѣ E не зависитъ отъ ß4, чего быть не можетъ или 

ß'=F2(ß^ ß,...ßj) (89) 

ß' опять одна изъ функцій ßv Продолжая такимъ же образомъ дальше, 
приходимъ къ случаю, когда j = 0 т. е. къ случаю, когда 

ß^lH.ix, у, t)f* 

равно алгебраической функціи (x, y-, t). 

(82) 



Такимъ образомъ уравнѳніе (77) тождественно удовлетворяется по за-
мѣнѣ Ѳ = <%, ß . на тЬ. Производя теперь въ уравненіи (72) или, что тоже, 
въ уравненіяхъ 

т^/ , л г (дж(а)\ , дл (а) да 

„ р , Л 1 7 / < М £ ) \ <)л U) и,? 
aßR(z, у, a r - j •- ( ) / O D 

въ первоыъ, вмѣсто а, — та, во второмъ, вмѣсто ß , — mß, получаемъ 

ш « Р ( * , у , 0̂ -(-а—j-r-̂ ĵ--̂ - (92) 

о т > , Л , г /&г (mß)\ , ÖJT 0 ( ш / ? ) 

„, 0 ^ . ^ _ ^ j + _ L _ ^ ( 93) 
находимъ 

^ l ^ m ^ ß (94) 

da; дх 7 

гдѣ Ѳ = а , /9, и такимъ же образомъ изъ уравненія (73): 

дл(тЬ) дл(Ь) 
откуда 

я(иг6) = 0 м г ( Ѳ ) - } - С (96) 

гдѣ С не зависитъ отъ о. 
Дифференцируя уравненіе (96) по Ѳ и m. имѣемъ: 

дл (тЬ) _ дл(Ь) 

откуда 

или 
db w 1 dm 

дГ 

ж (Ѳ) = ЕЬ - f F , (97.) 

гдѣ E не зависать отъ 6, a F постоянно. 
Поэтому можно написать, если а, ß . входятъ въ £7: 

V = aß1 ß2...ßr0(x, у, t), (98) 



гдѣ Ѳ(х, у, t) алгебраическая функція трансцендентныхъ типа Іди, гдѣ 
и алгебраическая функція отъ (х, у, f). 

Замѣтимъ, что, если въ у входятъ: а , вг, ß 2 . . . ß q , то всѣ эти 
трансцендентный входятъ и въ С, такъ что въ уравненіи (98) r=q. 

Въ самомъ дѣлѣ для всякой функціи О = а, ß . не входящей въ U, 
имѣемъ: 

дж(т<))__ дж ((}) 
ÖX ÖX 

дл(і№) дл{ч) 
ду ~~ ду ' 

откуда на основаніи уравненШ (94) и (95) нмѣемъ 

дх 1 ду 
и 

л (о) const, J M r -f• Ж г / = 0 , J / = 0 , Л г - = 0 

и уравненіе (6) обращается въ тождество. 
Мы останавливаемся пока на томъ случаѣ, когда у содержитъ: 

а , ß x ß 2 . . . ß . Мы покажемъ, что въ этомъ случаѣ 

k=q 

ü « еВ{*' *' 0 Д [Нк {x, у , 01х* f ĜTyTT). (67) 

Замѣтимъ прежде всего, что на основаніи доказаннаго выше: 

і— m 

гдѣ Fî постоянный, F трансцендентная перваго класса. Мы имѣемъ по 
этому тождественно 

Ѳ(х, t) aßi ßi,..ßg = JAEilgtt. + F, (99) 
І — I 

гдѣ въ лѣвую и правую часть входятъ тѣ же трансцендентныя,. 
Это равенство должно тождественно удовлетворяться по замѣнѣ lgui 

какими угодно функціями ( # , у, t), ибо въ противномъ случаѣ мы могли 
бы, выразивъ ig и черезъ lg и., а , ß i найти, для U шраженіе съ мень-
шимъ чнсломъ трансцендентныхъ lguv Поэтому, полагая Ідгі^ — О имѣемъ 

F=eQ(x, у, 0 aßt ß 2 . . . ß4> (ЮО) 

гдѣ <9 0(x, f, t) получено изъ Ѳ(хуу, t) замѣноі 1дг^ = 0. 



l\^lE. du. J_F 
Là гі. дх 1 дх 

у E i Ò U i 
^dF 

L и. ду 

Уравненія 

будутъ алгебраическими относительно а , /^. и другихъ трансцендентныхъ 
перваго класса. Онѣ должны тождественно удовлетворяться при всякихъ 
а, /?. , ибо въ противномъ случаѣ имѣли бы уравненія типа (77). 

Полагая а = /з\ = О имѣемъ, такъ какъ при этомъ на основаніи 
. / i A m г ) / № . 

уравненія (іОО), -^- = — =• О 

d ß ö S л — = О - г - = О, 
àr ду 

гдѣ 

откуда Q —Const, а потому Ѳ(х, у , г) а/2 1 / ? 0 . . . ßq на основаніи урав-
ненія (99) не содержитъ lg и.. Полагая и. алгебраическими функціями 
( я , у, О, получаемъ уравненіе (99), гдѣ алгебраическая функція а, 
типа (77), поэтому 

Ѳ(х, у, 0 aßl ß2...ßq^F (а, ß^ fl2...ßq). (101) 

Такимъ образомъ Z7, а следовательно и Ѳ(х, у, t) не будетъ со
держать трансцендентныхъ функцій, а потому будетъ алгебраической 
функціей. Остается только доказать, что эту функцію можно предпола
гать вида: 

Ѳ(х, у, t)=z\/G(x, і/, t). 

Для этого прежде всего замѣчаемъ, что множитель у можетъ быть 
представленъ въ видѣ: 

li = f^'^J\\Hhz% у. t)f* (102) 
к—I 

если черезъ п обозначить наименьшее кратное знаменателей раціональ-
ныхъ чиселъ: 1 к + 2 . . . I Интегралъ U приводится къ виду: 
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получаемъ по сокращены на aßx ß2... ß( ч 

. М\/ G (x , у, і) = ^ + ѲВ (104) 

N ^ЩГГ^Т) = ^ + ѲС, ( 1 0 5 ) 

гдѣ Б и С раціональныя функціи (ж, / ) . 
Если Ѳ опредѣляется уравненіемъ: 

Ц 0 , \TG(X, у , f), я , у , 0 = 0 (106) 
неприводимымъ въ области ( } / G ( # , y , 0> х ? # 5 О? т о будемъ имѣть 
уравненіе (104) въ формѣ: 

Ж у'G ( я , у , t) = P{]/G{x, y, f), x, y, t, Ѳ ) + Ѳ Б , (107) 
гдѣ 

дХ 

P(yG(x, y , Q, x, у , f, Ѳ ) = — (lOS) 

а# = f G (x, у , Q dg (ж, у , f) 
te « G (x, y , £) te ' 

откуда сіѣдуетъ, что функція P(yG(x, y , t), x, y , t) раціональная 
функція (]/G (x, y , Q, x, y, г) и уравненіе (107) типа: 

я ( в , i^GCa;, у , Q, ж, у, 0 = 0 . (109) 

k = g 

у, *) = Д [ Я 4 0 г , y. t)?* = ßl ßu...ßg. 

k=ì 

Дифференцируя уравненіе (103) и, имѣя въ виду, что 

П^Ѳ(х, у, ПА. 
гдѣ 

Ä^aßl ßq, 

гдѣ 
U= J eH(x' ^t}Q (x, y, t) y'G(.i\ y, F) [Mdx + Ndy], (103) 
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Это уравиеніе, имѣя съ (106) одинъ общій корень, будетъ оставаться 
въ сплѣ н по замѣнѣ Ѳ другими корнями уравненія (106); замѣняя же 
въ уравнены (109) или, что тоже (107) для каждаго изъ Ѳ функцін Р 
его значеніемъ (108), доказываема что уравненіе (104) (и такимъ же 
образомъ уравненіе (105)) остаются въ силѣ іюслѣ этой замѣны. 

Обозначая черезъ Ѳ. корни уравненіи (106), получаемъ: 

г) о 

гдѣ 

на основаны уравненія (106) должна быть раціональной функдіей: 

(x, y, \/ G(x, y, t)), 
откуда 

U=£(x, y, t, \/&(x, y, f)) A. (110) 

ІІмѣя въ виду выраженіе для U (103), мы получаемъ, что <£, раз-
сматриваемая, какъ функція g = у G (x, у, t), должна удовлетворять 
условію: 

а(а'д) = а'в(д), (НО) 

гдѣ а дервообразный корень двучленная уравнения: 

а = 1 , 

откуда, если положить 

ад = ^ ^ / 
АГ = О 

j—n—1 к=п—1 

ад = ^ ^ = агд 

Щ наконецъ, на основаны уравненія (110) получаемъ 

и==ЩА yG(x, у, t), 

гдѣ ращональная функція (ж, у^ ц или, что тоже, уравненіе (67). 
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f£ = yG(x, у , t) (111) 

U= J У'ЩХТУТЪ [ШХ-f- My]. (112) 

Рассматривая U въ формѣ: 

ü = \[S(x, у , б , g)dx + T(x, у, a, g)dy\ ( 1 1 3 ) 
гдѣ 

c = at+ßg (114) 

опредѣляется неприводимымъ въ области (x, y, t, g) уравненіемъ 

f(a, g, y, x)-=0 (115) 

мы имѣемъ на основаніи § 2, разсужденія котораго не мѣняются отъ 
замѣны выраженія 

г 7 = $ [ Ж ( я , у, t) dx + N(x, y, t)dy] 

на выраженіе ( И З ) : 
к — m 

+ (зз') 
k = ï 

гдѣ опредѣляются уравненіями: 

2к(х, y, t, g, g,) = 0 . (34') 

Повторяя разсужденія § 3 съ тою только разницей, что вездѣ ра-
ціональныя функціи отъ (х, у, t) замѣняемъ раціональными функціями 
(x, y, t, у) получаемъ: 

к = m 

и=Ф(х9 y7 t, g, tf)+^C*&P*0*» У* 9> <*) 
k—i 

или, на .основания уравнения (114): 

и=Ф(х, у, і^~Щх, у, Ц) + ^Ск1дрк(ху у, і^ЩхТуТѴ). (68) 
к=і 

Выведенный нами формы (67) и (68) для интеграловъ £7 можно 
замѣнить другими. Если ü интегралъ, то Ig £7= С ~ с' будетъ тоже 
интеграл омъ, вслѣдствіѳ чего форму (67) можемъ замѣнить слѣ дующей: 

k=zm 

и*=Ф{х, у , У, t). (116) 

Переходимъ теперь къ случаю, когда у не содержать anßi, тогда 
на основанін уравненія (102): 



Затѣмъ, если у для одного значенія у G (х, у, t) будетъ иятегри-
руюіцимъ множителемъ, то, какъ это слѣдуетъ изъ уравненія (47), у бу
детъ интегрируюіцимъ множителемъ и для всякаго другаго значенія 
корня: aJ \/ G (x, у, t). Если по этому 

ü(g)=C 

ü(ajg)=Cj) j = 0, 1, 2 . . . i T = î , 
причемъ 

Cj = J aJ{i(Mdx-\- Ndy) = aJ C , 
a также и 

y — н - 1 ;==»•-1 

Y,a-JU(aJg) = y.C,a-s=zCn 
j=0 j=Q 

откуда получаемъ слѣдующую теорему: 
Если общііі интегралъ дифференцісільнто уравнения: 

М(х, У, f)doc-\-У{х, у, t) dy = 0 (6) 

выражается въ конечномъ видіь, то онъ всегда можетъ быть представ
лено въ слѣдующей формѣ: 

Ф(х, y , / ) ] 0(.v, M ) + 2 ^ Д Р Г ' С * . У ' " ' І ^ ' У» *)) = C ( 1 1 7 ) 

Ф(л;, y, t). G(x, y y t) рсщіональпыя функціи (x, £), 
pk(x\ y, t, ]/G(%i y, t)) раціональная функція отъ (x, y, t, \/G(x, y, £), 
Ck постоянныя, a первообразный корень двучленнаго уравненія ап = 1 . 

Полагая t = Д получаемъ . теорему, высказанную въ началѣ со
чинения. 

Если полагать U функціей алгебраической, то членъ съ ig въ лѣ-
вой части уравненія (117) долженъ исчезнуть, и мы получаемъ: 

Т]=Ф{х, у, t)]/G{x, у, t). 

Но очевидно, если U=C, то и Лп=Сп= const и мы получаемъ 
упомянутую въ началѣ статьи теорему Фукса. 

Примѣчаніе 1. Доказанная общая форма для интеграловъ дифферен-
ціальныхъ уравненій перваго порядка даетъ возможность рѣшить сле
дующую задачу. 

Найти общую форму для рѣшенія уу удовлетворяюгцаго неприво
димому уравнению перваго порядка (2) при условіи, что у выражается 
въ конечномъ видѣ? 
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Задача эта сводится къ изслѣдованію рѣшеній трансцендентнаго 
уравненія (117) при условіи, что эти рѣшенія выражаются въ конечномъ 
видѣ, которое мы отлагаемъ до слѣдующаго раза. 

Примѣчаніе 2. Всѣ изслѣдованія настоящей статьи допускаютъ обоб-
щенія въ томъ же направлены, въ какомъ обобщаются изслѣдованія 
Льтовиля и Абеля, относящаяся къ интегрирование въ конечномъ видѣ. 
Намъ прійдется воспользоваться изслѣдованіями Еенигсбергера *) и на
шими въ нашей большой работѣ: „О приведены Абелевыхъ интеграловъ 
къ нисшимъ трансцендентнымъ", помѣщенной въ „Извѣстіяхъ Варіиав-
скаго Болитехническаго Института за 1905 годъ" 2 ) , чтобы доказать, что: 

Если общій интегралъ неприводимаго дифференціалънаго уравиенія 
перваго порядка (2) выражается черезъ Абелевы интегралы и функціи 
обращенья} то онъ долженъ быть формы: 

Ф(х, у, t) yCr(x, у, t) + ^ Ckly J J ipl~\x, у, t, aj у G(.r, у, t)) + 

+ lEila~Jl\biv)ds, (118) 
г = 1 * = 1 ( £ o , r / u ) 

гдѣ Ф{х, у^ t), G{x, y, t), грк(х, y, cépGix, y, t)) имѣютъ преж-
нін значенія и гдѣ тр^) опредѣляются уравнениями mima: 

aQÎ(x, y, *, a*g) ^ + aH(x, y, *, a?g) ^ +.. . аг,.(х, y, t, aJg)^0 (119) 

^ = S(^,x,y,f:ajg) (120) 

aß(x> У ? ^ aJУ) рсщіональпая функція (x, y, t, aJg) 

g = • \/G(x, y, t) 

S(^](x, y, t, aJg) рсщіональная функція (§f\ x-, У •> <*?g), a перво
образный корень уравнения аг = 1 , л. порядокъ Абелева интеграла 
^ Фі ( g , если этотъ интегралъ перваго рода, 

Примѣчаніе 3 . Не трудно также видѣть, что приходится съ неболь
шими измѣненіями воспроизводить всѣ разсужденія настоящей статьи, 
чтобы доказать, что: 

Если предполагать уравненге (2) аліебраичеекимъ относительно 
(у\ у) и траищендептпымъ относительно х, то при условіиг что инте
гралъ выражается въ конечномъ видѣ черезъ у (но не черезъ общая 

Koenigsberger. l i eber die Reduction Abelscher Integrale ant niedere Integral
formen, speciell auf elliptische Integrale. Journ. de Grelle. B. 89. 1880. S. 89. 

2) Часть L Глава 1 §§ 15, 16 , 1 7 , 18. 1% 20, 2 1 , 22, 23 . 
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его форма будешь выражаться формулой (117), но съ друшмъ уже зна-
ченіемь функціи Ф, Gf, а именно <£>, G будутъ раціональнылт функ
циями ne (x, у, t), а только (у, t) а ?рк рацгональная фупкція не 
(x, у, t> g), а (у, t. g), относительно х всѣ эти функцш могутъ быть 
трансцендентными. 

Тоже замѣчавіе относится и къ формѣ (IIS) , (119) и (120). Рав-
нымъ образомъ мы будемъ имѣть для этого случая общую форму Эйле
рова множителя 

въ которой Н(х, у, t), Hk(x, у, t) ращональныя функщи (у, t), Xk 

постоянныя. 
Замѣтимъ здѣсь, между прочимъ, что въ томъ случаѣ, когда U алге

браическая функція отъ (у, то еЛ{х':?у' 0 долженъ приводиться къ функ
щи отъ одного x, и мы имѣемъ множитель: 

It = Р(х) Д [Hk (x, у, ti?*. (121 ) 

Когда уравненіе (2) первой степени относительно у\ получаемъ 
интегрирующій множитель факторіальной формы: 

yz=zP(y — (у - гф . . . (у- uf*, (122) 

гдѣ Р , и{, и 2 . . . ип алгебраическая фувкція отъ х. Необходимое суще-
ствованіе множителя такой формы для дифференціальнаго уравненія 

i¥ck + JV% = 0 , (123) 

гдѣ M,.N цѣлыя функціи отъ у, алгебраически интегрируемаго, доказано 
А. Н. Коркинымъ і). 

*) М ш ш в ш і і Штѳшыг. Сборннкъ XXIY. 2 аа 1904 г, А.Е. Жоркипъ. Изыска-
нія о множителя» дифференщаіьныхъ уравнеиій нерваго порадка стр. 194, В. П. Ерма-
ковъ называетъ такой множитель факторіаіьнымъ. 


